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Получена математическая модель срезаемого слоя при внутреннем фрезеровании винтовых по-
верхностей, основанная на решении пространственной задачи формообразования методом преобра-
зования координат, которая позволяет выполнить анализ толщины срезаемого слоя в зависимости 
от параметров обработки. 
Ключевые слова: винтовые поверхности, трапецеидальный профиль, внутреннее фрезерование,  
толщина срезаемого слоя. 
THICKNESS OF THE CUT LAYER FOR INTERNAL 
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A mathematical model of a cut layer was obtained with internal milling of screw surfaces, based on 
solving the spatial form of formation method by the coordinate conversion method, which makes it possible 
to analyze the thickness of the cut layer depending on the processing parameters. 
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Введение 
Толщина срезаемого слоя является ключевым параметром для расчета элементов 
процесса резания при любом виде фрезерования. Часто вместо толщины срезаемого 
слоя, с допустимой для практики точностью, используют подачу на зуб. При внут-
реннем фрезеровании диапазон изменения отношения подачи на зуб к средней тол-
щине срезаемого слоя ср/ aSz  может достигать 20, тогда как при внешнем фрезеро-
вании это отношение доходит до двух, редко – до трех [1]. Поэтому при внутреннем 
фрезеровании одним из ведущих параметров является не величина подачи, а толщи-
на срезаемого слоя.  
Обзор литературных источников [1]–[7] показал, что формулы для определения 
толщины срезаемого слоя при внутреннем фрезеровании получены c заменой про-
странственной кривой описываемой точкой режущей кромки в результирующем 
движении резания плоской кривой, а именно двумя окружностями. То есть вместо 
пространственной задачи решалась плоская задача, с упрощением реальной траекто-
рии движения, что вносит  погрешности при расчете толщины срезаемого слоя, осо-
бенно для винтовых поверхностей с большим углом наклона. 
Кроме того, толщина срезаемого слоя является переменной величиной и оказывает 
непосредственное влияние на силу резания, для вычисления изменения которой во вре-
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мени необходимо уметь рассчитывать  толщину срезаемого слоя в любой момент вре-
мени, а не только ее максимальное или среднее значение, как в работах [1]–[3]. 
Целью работы является разработка математической модели срезаемого слоя при 
внутреннем фрезеровании.  
Основная часть 
Как известно [8], толщина срезаемого слоя определяется по длине нормали к по-
верхности резания, проведенной через рассматриваемую точку режущей кромки, ог-
раниченная сечением срезаемого слоя. Однако при решении пространственной зада-
чи более удобно пользоваться определением из работы [9], где толщина срезаемого 
слоя определяется как расстояние по нормали к поверхности резания, между по-
верхностью резания и внешней поверхностью срезаемого слоя в данный момент 
времени. При этом внешней поверхностью резания может быть: 1) обрабатываемая 
поверхность заготовки; 2) поверхность резания предыдущего прохода; 3) поверх-
ность резания, образованная смежной режущей кромкой.  
Для построения математической модели срезаемого слоя при внутреннем фрезе-
ровании необходимо получить аналитическую зависимость для поверхности реза-
ния, добавить к ней уравнение наружной поверхности заготовки и ввести ограниче-
ния, отсекающие участи поверхности резания, кроме двух, идущих один за другим,  
в пределах наружной поверхности заготовки. А для определения толщины срезаемо-
го слоя необходимо определить длину  нормали между участками поверхности реза-
ния смежных проходов, проходящей через рассматриваемую точку режущей кромки. 
Для построения аналитической зависимости поверхности резания удобен математи-
ческий аппарат преобразования координат, использующий векторы и матрицы четвер-
того порядка, применение которых для вывода и анализа уравнений поверхностей  
в трехмерном пространстве широко известны из теории зубчатых зацеплений [10].   
Расчетная схема формообразования при внутреннем фрезеровании представлена 
на рис. 1. Процесс внутреннего фрезерования характеризуется параметрами a, ω, φ, ε 
и z, описание которых и соответствующие им матрицы перемещений приведены  
в табл. 1. Знаки, стоящие перед параметрами a, ω, φ, ε и z на рис. 1 и табл. 1, соответ-
ствуют встречному фрезерованию правой винтовой поверхности. При встречном 
фрезеровании левой винтовой поверхности или попутном фрезеровании правой либо 
левой винтовой поверхности знаки перед параметрами следует выбирать по табл. 2. 
Связь между координатами точек режущего инструмента в системе координат S5  
и координатами тех же точек в системе S0 детали формировалась в матричной форме:  
            ,545342312010 urMMaMzMM=r   (1) 
где  ur5  – радиус-вектор точек режущей кромки инструмента в системе коорди- 
нат S5 c независимой переменной u. 
В матричной форме радиус-вектор точек режущей кромки инструмента имеет вид: 




















































Рис. 1. Расчетная схема формообразования  
Таблица 1 
Матрицы обобщенных перемещений при вихревом фрезеровании 





звена Описание Матрица перемещения 
)(01 M  1. Шпиндель  
токарного станка 
Формообразующий 
поворот вокруг  
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координат по оси X2 
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)(34 M  4. Корпус фрезы Поворот вокруг  
оси X3 на постоян-





















)(45 M  5. Шпиндель  
фрезы 
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поворот вокруг  
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Таблица 2 
Правило выбора знаков для параметров a, ω, φ, ε и z 










Продолжение табл. 2 








Функция (1) представляет собой уравнение поверхности в том случае, если оно 
содержит в правой части две независимые переменные. Так как в правой части этого 
уравнения больше двух переменных, то на них накладываются различные связи. 
Проанализируем существующие связи более подробно.  
Число этих связей L определим из условия связанности [11], [12]: 
 2,=Lk+n       (3) 
где n  – число подвижных в процессе формообразования звеньев; k  – количество не-
зависимых переменных в математической модели инструмента. 
Подвижными звеньями в процессе формообразования являются звенья 1, 2 и 5  
с переменными  ,, z  соответственно. Звенья 3 и 4 с параметрами ,a  в процессе 
формообразования занимают фиксированное положение, следовательно, 3.=n  Ма-
тематическая модель инструмента при лезвийной обработке содержит лишь один 
параметр ,u  следовательно, 1.=k  Тогда число связей L  между переменными по 
формуле  (3) равно 2. 
Уравнение  связи винтовой поверхности с параметрами z и ω: 
 ,p=z    (4) 
где p – винтовой параметр поверхности с шагом P,  
 .2/ P=p  (5) 
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Уравнение угловой связи параметров ω и φ: 
 , m=   (6) 
где m – относительная частота вращения, равная отношению частоты вращения ин-
струмента иn  к частоте вращения заготовки зn : 
 ./ зи nn=m   (7) 
При 0  и   0uy  после выполнения математических преобразований с уче-
том (2), (4), (6) и (7) из уравнения (1) получаем параметрические уравнения поверх-
ности резания для случая встречного фрезерования правой винтовой поверхности,  
с двумя независимыми параметрами u и ω: 
        ,cossinsincoscoscossinsin,  auzmmux=uX  
        ,sinsincossincoscoscossin,  a+uzm+mux=uY  
       p.uz+mux=uZ  cossinsin,     (8) 
Для построения математической модели срезаемого слоя к системе уравнений (8) 
необходимо добавить неравенство  
 ,maxmin      (9) 
где min  и max  – минимальное и максимальное значения параметра ,  соответст-
вующего определенному значению параметра u. 
При встречном фрезеровании минимальному значению параметра   соответст-
вуют точки пересечения поверхности резания первого прохода с поверхностью реза-
ния второго прохода. Условимся обозначать параметры, соответствующие первому 
проходу, знаком «'», а соответствующие второму – знаком «"». Задавшись опреде-
ленным значением параметра ,u  углы min  и min  определяются из решения систе-
мы уравнений: 
 
   
   













    (10) 
При встречном фрезеровании максимальному значению параметра ω соответст-
вуют точки пересечения поверхности резания с наружной поверхностью заготовки. 
Задавшись определенным значением параметра u, угол max  определяется по форму-
лам для первого и второго проходов: 
      ,,, 2122 ar=u'Y+u'X         
     ,,, 2122 ar=uY+uX      (11) 
где 1ar  – наружный радиус заготовки. 
При попутном фрезеровании значения min  и max  меняются местами. 
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Срезаемый слой, кроме поверхностей резания первого и второго прохода, огра-
ничен также наружной цилиндрической поверхностью заготовки, которая в пара-
метрической форме записывается как:  
   ,cos ц1цц  ar=X  
   ,sin ц1цц  ar=Y       (12) 
   .u=uZ ццц  
Граничные значения параметров цu  и ц  определяют по уравнениям: 
            ,,,,,, maxццmaxццmaxцц  uZ=uZuY=YuX=X     (13) 
            .uZ=uZuY=YuX=X maxццmaxццmaxцц ,,,,,   
На рис. 2 представлен виртуальный срезаемый слой при встречном внутреннем 
фрезеровании правой винтовой поверхности, построенный по уравнению (8) с уче-
том (9)–(13). 
 
Рис. 2. Срезаемый слой при внутреннем фрезеровании 
Математическая модель срезаемого слоя позволяет выполнить анализ толщины 
срезаемого слоя в зависимости от параметров внутреннего фрезерования.  
Проиллюстрируем анализ толщины срезаемого на нескольких примерах (рис. 1 и 2). 
При этом толщина срезаемого слоя определялась как расстояние по нормали к поверх-
ности второго прохода, между поверхностями резания первого и второго прохода. При-
нято, что нормаль проходит через среднюю точку вершины режущей кромки. Решение 
уравнений (10) и (11) осуществлялось методом Левенберга–Maрквардта с использова-
нием функций программы Mathcad «Given» и «Find» [13]. 
На рис. 3 представлен график зависимости толщины срезаемого слоя от шага 
винтовой поверхности при встречном фрезеровании одним зубом. Угол наклона 
вихревой головки   при этом принимался равным углу подъема винтовой линии  
на среднем диаметре. 
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Для сравнения максимальную толщину срезаемого слоя рассчитывали по из-































При фрезеровании винтовой поверхности однозубой вихревой головкой с парамет-
рами 161 ar  мм, 5,121 fr  мм, ,120m  6,1/ 10 fa rR  максимальная толщина срезае-
мого слоя, рассчитанная по формуле (14), составляет 0,29 мм. Как видно на рис. 3, для 
кривой 1 максимальная толщина срезаемого слоя при 24P  мм составляет 0,25 мм, 
что на 16 % меньше, чем полученная по (14). 
 
P, мм 
Рис. 3. Графики зависимости максимальной толщины срезаемого слоя  
от шага винтовой поверхности (rа1 = 16 мм, rf1 = 12,5 мм, m = 120):  
1, 2, 3 – при Ra0 /rf1, равном 1,6; 1,8 и 2 соответственно 
На рис. 4 представлен график изменения толщины срезаемого слоя при встреч-
ном фрезеровании одним зубом в зависимости от угла поворота фрезы. Кривая 1 со-
ответствует изменению толщины срезаемого слоя между поверхностями резания 
первого и второго прохода, кривая 2 – между поверхностью резания второго прохода 






Рис. 4. График изменения максимальной толщины срезаемого слоя  
от угла поворота фрезы (rа1 = 16 мм, rf1 = 12,5 мм, P = 6 мм,  
m = 120, ε = 3,77, Ra0 /rf1 = 1,6) 
ВЕСТНИК ГГТУ ИМ. П. О. СУХОГО № 1  2021 32 
Заключение 
Получена математическая модель срезаемого слоя при внутреннем фрезеровании 
винтовых поверхностей, основанная на решении пространственной задачи формооб-
разования методом преобразования координат, которая позволяет выполнить анализ 
толщины срезаемого слоя в зависимости от параметров обработки. 
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